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Cubica equiauarmoniea legata ad una terna di E,. 

Nota di CARLO FEJ.JIGE J\.fANAH.A (a .Modena). 

Sonto•. Si dimostra. la esistenza di una cHbica. equ..ianannonica 1·azio1ia!· 
tnente legata all(t configu·razione di una terun di Et piani; si fa ap· 
plicazi01w delle propr-ietà t-rovafe alla caJ'atte-riezazioue delle. terne d1 
E 2 piani, ÙI particola.re alle terne appCJ.rfenent~ Q. fasci di cubiche. 

l. Nella prol"ente Nota. dimostriamo ]' esi~tellza di Ulla ('ubica 
f'quianal'monira razionalmente legata ad 1.1lIa tel'lw di El in modo 
co\'ariante proiettivo. 

Di essa ci serviamo per la costruziolle di un sistema completo 
di innlrianti proietti"i atti a caratterizzare le terne .li E 2 nel 
piano, Come esempio di applicazione. degli invarianti cOi':ltruiti de. 
terminiamo poi le condizioni di u\rattere proiettìvo differeu2lìnle 
cHi deve soddisfare una tenta di Et non indipendenti, nel senso 
che offrono condizioni non indipendenti all(~ cubiche che li con
tengono, 

La lJresente ricerca 8i ricollega sia a.lle mie ricerche 8ulla ca· 
ratterizzazione delle curve W dello spazio, attraverso invariantl 
proiettivi legati a terlle di loro elementi differenziali (l), Bia. alle 
ricerche di P. BrzA~~o l2) sulle tel'ue di El nel piallo proiettivo, 

2. Siano dunque, in un piano 7t", tr~ punti A, B, C e tre rette 
a., b, C passanti rispettivamente per A, B, C, 

In tutta la pre8ente trattazione supporremo che tanto il trian
golo ABO che il trilatero abc siano effettivi e lIon degened: sup
porremo inoltre che per ogni vertice del triang'olo rlBC passi un 
solo lato del trilatel'o abc, 

Consideriamo ora i tre El che hanno come centri ì tre punti 
A, B, O e come tangenti le rette omonime: li indicheremo rispet
tivamente con i simboli (A, a), (B, b), (C, c). 

Consideriamo infine il punto A', intersezione della retta a con 
la retta Be; avremo anaJogamente lln punto B' @d un punto C'. 

(I)	 C, F. MANARA, Invartanti proieUiv-i differenziali nello spazio e 
'urve	 W, • BoH. U. M. 1. _. (19M). 

(~) P. Rm~ANo, Sull'invat'iante p)'Mettivo di una te·rna- di elementi 
eun'ilinei del r ordine, • Boll, U. lI. I. », (lI-J-111. 
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Come è noto, il prodotto k dei tre rapporti semplici 

Il) k = (ABC'jWCA')( CAB') 

è un illvariante proiett,i vo della configurazione dei tre El; inoltre 
esso è atto a caratteriz:r..are la confignrazione stessa, la quale amo 
mette ovviamente un 8010 invariante proiettivo. 

È pnre noto che il valorE' k= 1 dell'in\~:U'iante k corrisponde 
alla eircostanza geometl'ica ebe i tre El appartengano ad una, 
steSS1\ conica, mentre il valore k = - 1 cOl'l'isponde al fatto che 
le tre rette a, b, c appartengano ad uno ~tesso fascio; pertanto, 
poichè abbiamo escluso 0he quest' ultima circostanza p08sa verifi· 
carsi, resteol'à escluso in tutta la presente trattazione che k possa 
assumere il valore - 1. 

3. LEl\DfA 1. - Esiste una omogl'afia non omologica, ciclica del 
IIIQ ordine chp per muta ciclicamente i tre El: (A, al, (B, b). (C, c). 

Tale è evidentemente 1ft omogl'afia (.l determinata dalle condi
zioni di portare A in B, B in C, C in A e il punto comune alle 
rettE:' a. b nel punto comune alle b. c. 

OSSFJR'VAZIOYE 1. - Kon esistono omografle cicliche del terzo 
ordine, oltrE" a quelle del gruppo eielico Ga determinato da w, che 
mutino la configurazione dE'i tre Et in sè. 

OSSEIlVAZIO~E :J. - Oyviamente nessuno dei punti uniti del 
gruppo G3 apparì.iene ai lati del triangolo ABC nè a quelli del 
trilatel'o ab c. 

Consideriamo ora il fascio : (E;: di cubiche, definito dalle due 
cubiche degeneri 1'una nei lati del triangolo A B C, 1'altra in 
quelli dèl tl'ilatero ab.c;' ogni cubica di esso contiene i tre El dati 
e passa per i pnnti A', B', C'. 

OSSERVAZlONE 3. - Le cubiche del fascio ; G'. i hanno modulo 
variabile con il parametro del fascio stesso. Consideriamo infa-tti 
le tangenti uscenti ad una cubica per il punto base A'; nel cal:;O 
della cubica degenere nel trilatero a b c esse coincidono a coppie 
e quindi il loro birapporto pOl:;siede uno dei valori co, 0, 1. Se 
dun~lue tutt.e le cubiche del nost.ro fascio avessero modulo costante 
esse dovrebbero essere tutte llodate e quindi dovrebbero tutte pas
8[\re doppiamente per un panto bast\, contro le nostre ipotesi. 

LEMMA 2. - Ogui cubic:l del fascio: (g l è mutata in sè dallE' 
amografie del gruppo G. g4?llerato da u). 

Infatti la w muta in sè singolarment.e le due cubiche degeneri 
cile ahhlamo assunto a definire il fascio; inoltre muta in sè la 
cubica di I (g I passante per un punto unito di Gs ed ovviamente 
distinta df\lle prime due. Dunque muta in sè singolarmente ogni 
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cubica di i e l perchè lascia ferme almeno t.rl~ cubiche distinte di 
esso. 

Indichiamo ora con U, v. nr i tre punti uuiti l.distinti) del 
gruppo G,. Sussiste il 

LEMMA 3, - Il trilatero avente come vertici i tre punti lI, ll, lV 
uniti per il gruppo Ga è trilatero di l\fAC LAURIl\ (3) per tutte 1(· 
cubiche del fascio, @I. 

Infa.tti è noto che il più ampio gruppo di omografie ehe mutano 
in sè una cubica genel'ica è un gruppo di 18 omografie e che le 
801e omografie eicliche del terzo ordine contenute in esso Bono 
quelle che mutano in sè un tri1atero di MAL' LAC'RlN ed hanno 
i suoi vertici come punti uniti. 

Sussiste ora il 

TEORE)I.l - Esiste 'una tu.idea 4l eq!f,ianarmonica, razionalmente 
determinata da71n confi!Ju-raz1~one dei h'e El: (A, a), (B, b), l.C~ C}. 

Infatti consideriamo il fascio 18 t sopra definito (nel quale 
troveremo la ll'.1 ed UIlO deoi lat.i del triangolo dei punti uniti di 
Ga, per ps. il la.to UV; in forza di ciò che è stato detto fin qui, 
i punti in cui es~o interseca una ctlbiclt generica di i @. l sono 
flel'isi per essa ed appartellgono ad una gla ciclica, avente come 
punti tripli i punti U e 1-1'; precisamente quella gl~ che contiene 
i cicli delle proiettività. subordinata dalla t'J sulla retta U V, Le 
tangenti illflessiollali 8ecano su un ultra lato del triangolo, per 
es, sul lato II W-'-, i gruppi della analoga g!1 ciclica, contenente i 
cieli della proiettività suùordinata dalla (d sulla retta U lY, 

Esiste quindi almello una cubica (1) del fascio Ie I per In quale 
una ta.ngente inflessionale passa per llr: di conseguenza allora 
anche quelle relative agli altri due flessi giacenti sulla retta UV 
passano per lV e quindi la cuhica $ è equianal'monica. Inoltre 
eBRa è unica nel fascio 18} perchè dalla esistenza di un' altra 
cubica (l'' equianarmonica ed avente- le- tangenti inflessiollali 
passanti a tel'ne per i IJUnti D'l v~ nr seguirebbe che tutte ]e 
cubiche di : @ I sarebbero equianarmonichej ma ciò è impossibile. 
perchè, come è noto, ogni cubica cosiffatta appartiene alla rete 
che si ottiene combinando linearmente i tre lati del trilatero di 
J\L~c LAURIN contati tre volte ed in una rete di tale tipo non esistono 
cubiche degeneri in trilateri a vertici distinti. 

Quindi la lt· (~osì determinata è unica nel fascio e di conseguenza 
funzione rltzionale di questo. 

(3J Cìoè un trilatero i cuì lati passano per tutti Cle"si di una cubica. 
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Es~enao poi quest'ultimo fumdone razionale deJJa configura.:liiollP 
dei tl'P 7':1 liat,i, risulta, in definitiva la (jl determinata razionalmente 
dalla cOllfigul'uzione Stlddettn, 14,1. 

4. Possiamo anche conferma,re i risultati della analisi sintetica 
ora conclusa con un crdc010 ('he qui s\'olgiamo a preparazione dell<t. 
trattazione successiva. 

H,ifl'l'ito il piano ';t" a coordinate cartesian(' X, y, è ~elllpl'e pf)."~ 

si bile, ~tallte la ricollosciuta inVaI'lltllZa proiettiva delle proprietit 
che si tratta di Y('l'ifkal'c, assumere il punto ,4. nell' origine nel 
~istell1a ai coordinate. il punto B nel punto improprio dell'asse X, 
il pUlito C HPl punto improprio dell'ass8 delle l', il punto comune 
alle l'f-'tte li p c nel punto di coordinate X = - 1 Y = - 1. Allora. 
le rette n. b, c vengono rappresentate dalle equl-lzioni 

u ~ i kX-+- Y=O: 

b~iY-+-l=OI 

c===IX-t-l=O~ 

nelle quali il parametro k ha il significato protettivo definit,. 

dulia Il). Introdotte coordilll1te omogenee .1\ y~ z, legflte alle X 0(1 
Y da,lle relazioni 

X=x/z Y=y!z 

le e-quazioni della omografia lr) sono le 8f'guenti 

px'=z py' := kx pz'= y. 

Il fascio di ellbiche- l @! ò rappresentato dalla eq [lazione 

(21 IY -+- 11(Y -+- kXllX -+- 11 -+- tXY=O 

e!'lsendo t il parametro; e si verifica allora facilmente che la omo· 
grafia t<J muta in sè ogni eubka del fa~cio. 

Scriviamo la equazione (21 nella forma 

(3) (l-+-X,P-I- Y[kX'-I-X(I-+-k-+-tl-+-l]+kX(1 +Xj=O: 

come è noto, la f'quazione {~()mple8siYa della quatel'na di tangenti 
parallele all'asse delle Y si ottiene uguagliftlldo a zero il di8cri~ 

minante della (3) considerata come eqnnzione in Y, ossia è data 
dalla equazione 

(4) [kX' -I- XII -+- I., -+- ti -+- 1]' - 4kX(1 -I- X)' = O. 

(4j Di qui segue anche che la ~ non dipendo dalla scelta del lato del 
triangolo U V n'"" li cui abhiamo fatto ricorl'ilo pel' determinarla: ii che si 
vedI: anche direttamente, in quant<J le nove tangent.i inflessionali passano 
a terne per i vertiei del triangolo. 
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La, (';olldi21ione perchè la cubica (3) e quindi la qurtterna (4) sia 
f'qnianu,l'moniea Ai Acriye nguagliando a zero l'inval'iallte i della 
eqnazionE' (-I)" il ehf' conduce alla equazione in t 

If + 1 + "I [If + 1 + ''l' - 24k(f + 1 + h"1 + 24"(1 + "Il = O. 

Si ha pel't~mfo che esiste una eubica equianal'lllolliC'a, e preci
samente 4 LHoJla corri~pondellte al valore t==-- 1 - k, che è razio~ 

nalmente determinata nel fascio. ~otiamo d"altra parte che la. 
l'i cerca delle altrf..! tre conùuce alla risoluzione di una equazione 
di h'l"W gl'ado in t ehe è Il gruppo totale, come si verifica con i 
noti procedimenti. 

Risulta così verificato che esiste nel fascio l @: una cubica 
equianarmonica, razionalmente nota in funzione dei dati, doè dei 
tre El (A, a), (B, bI, (C, c'I; essa è data dalla equa21ione 

(5)� (1 + Xl' + I.kX'+l)Y+kX(I+X)=O. 

Segue che questa coincide con la cubica 4l sinteticamente de
terminata nel precedente paragrafo. Di questa coincidenza si po
tI'ehhe aare una analoga verifica. 

5. Ciò che precede può essere collegato in modo notevole alla 
teoria delle terne di E~ nel piano proiettivo. 

Consideriamo infatti tre distinti Et, cia.scuno dei quali contenga 
llno degli Et assegnati; la loro configurazione è caratterizzata da 
quattro in varianti proiettivj~ e.ome risultn da un immediato computo 
di costanti. 

Uno di. questi invarianti è ehia.ramBnte l'invariante k sopra 
definito in (1) e che caratterizza la terna di El; la costruzione 
degli altri può eSilere fatta qualora si determini per ciascuno 
degli El un E~ proiettivamente covariante della terna di El. 
Infatti ogni altro E~ avpnte lo stesfolo El è allora determinato in 
ba.se al noto inval'iallte di MEHMKE-SEG-RE (rapporto delle due 
curvature). 

Orbene la cubica eq uialHtl·monica 'P, la cui esistenza è stata 
dimostrata nei precedenti paragraH, fornisce nel modo più natu
rale per ogni El un Et di l'ift'l'imellto, fun21ione ra21ionale della 
configurazione dei tre El' 

I.a quaterna di invarianti così introdotta fornisce una quaterna 
di coordinate proiettive della tel'na di El; esse sono poi suscettibili 
di una suggestiva rappresentazione geometrica' qualora si inter
pretino i tre inyarianti di l\-IEHMKE-8EGHE relativi ai tre Et come 
coordinate cartesiane o proiettive di pnnto in uno spazio ausi· 
liario S. 

Di conseguenza, fissato il yalOl·e di k, cioè fissata una terna di 
El, ad ogni tel'na di Et aventi quei dati El cOl'risponde un punt.o 
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di S; a terne di Et. Eooddisfaceuti a particolari condizioni cOI'rispon
deranno delle varietà M di S. 

Faremo applicazione di questi eoncetti alla caratterizzazione 
delle tflrne di Et. del piano })l'oiettivo che appartengono a fasci di 
cubiche. A tal fine consideriamo il si~tema lineare ~ tl'iplamellte 
infinito di cubiche contenenti i tre El: (A. Q,), lB. 1J), (C, c.l. 

Esso può attenersi combinando linearmente la ('lIhica degenere 
nel triangolo ABC con le tre cubiehe degeneri l'Ìspettivamente 
nella retta a e nel lato Be contato due volte. nella retta b e ileI 
lato A C contato due volte, nelllt. retta c e nel lato AB contato due 
volte. 

Con i riferimenti e le notazioni introdotte al preC8<1ente pal'<ta 

grafo il sistema lineare ~ ammette la rappresentazione 

(6) XY -+- ).(Y -+- kXI -+- ~k(Y -+- l)X' -+-, P(X -+- 11 = O 

essendo )" fJ-, v i pal'ametri linead che determinano la cubica lli:"1 
sistema. 

Indichiamo con .II! il rapporto delle curvature della cubica (6) 

e della <lt in A. Per ca.lcolarlo osserviamo elle la fUllzione alge. 
brica Y(X) definita dalla 4l nell'intorno del valore X=O ammette 
la, rappresentazione 

Y=-kX-I,k-+- k')X'-+- ... 

e la funzione algebrica. definita dalla (6) am.lliPtte la rappresen
ta,zione 

k - u-k _ vk'l 
X·= - kX.-+- - . ). X-+- ... 

pertanto l'iuvariante .l" di ~\'IEH1t1KE·SEGRE 11el punto A è dato 
dalla espressione 

(7) J. = 
'ik+ l). - 1 
'-)(1:" kl-

Gli analoghi in varianti J~ ed J e in B e C rispettivamente si 
ottengono ovviamente applicando la e permutando circolarmente(I) 

le lettere )" !-l-. '/; si ha.nno cmù le espressioni 

)k-+-'1-1
(8) J, = r;:IT-+-k) 

J _v!-+-)-1
(9) 

c - ,(1 -+- kl 

Pf'rtanto la condizione che i tre Es, caratterizzati dagli inva· 
danti .I" l .II), .le e k, appartengano ad un fascio di cubiche si 
traduce nella condizione che le equazioni t7l, (81. (g), considerate 
come equazioni lineari in A, [1-. v non siano indipendenti. 
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Sotto altra forma il sistema può eSl'lere scritto come segue 

-[-L -'Ik =-1l)(1 + klJ" 
-Àk + ~(l + kjJ, -, =-1 

, -}. -p.k + ,.l,Il + k) =-1 

e si tratta, allora di scrivere ehe la matrice a tre righe e qUHtt,ro 
colonne 

.1,,11 +k) -1 -k 

-k .T,Il + kl -l l 

-1 -k .TAl + k) -l 

ha caratteristica due. 
8i ottiene 0081 il sistema di qnattro equazioni, due !'lole delle 

quali sono indipendenti 

Il + kfJJ,.T, - (l + klklJ" + .l, -+- .l,l -1 - k' = O 

Il + k)'.JJ, +kll-+-hr, +ll+k)J,+k'-k+l=O 

(l + k:'J,J, + k[l +- kl.l, -+- (l + k).l, + k' - k -+- 1 = O 

Il + kl'J"'" + kll + kl.r, + (l + k).l" + k' - k + 1 = O 

Le infinite terne di ~olu:z,ioni delle equazioni ora scritte possono 
essere date in funzione di un paramet.ro l nella forma 

.l __ ~1±_kl=,""" k' - k +:! 
" - t(l -+- k)' + k(l + kl 

(10) J _ tkll -+- k) -+- k' - k -+- 1 
• , - - tll -+- k)' -f.-Il + k) 

.l" = t. 

Pertanto, riferendoci aHa rappresentazione delle terne di E" 
(relative ad Ilna aata ternfl. di E.J con i punti di uno spazio 8, 
potremo riassumere F analisi svolta fin qui dicendo che le terue 
di E J legati dalla condizione algebrica di non offrire condizioni 
indipendenti alle cubiche che devono contenerli, sono i punti di 
una cubica gobba in S. 

Così la varietà "Al delle terne di E't non indipendenti (relative 
ad una data terua, di Eli è una cubica gobba in S. 




